Jiirgen Dankert

Das Differenzenverfahren - kurze Einfithrung -

Eine besonders typische mathematische Modellierung einer physikalischen GesetzmifBigkeit ist
die Definition eines Rand- oder Anfangswertproblems: Die gesuchten Funktionen miissen eine
Differenzialgleichung (oder ein Differenzialgleichungssystem) erfiillen, und an speziell vor-
gegebenen Punkten miissen sie (bzw. ihre Ableitungen) vorgeschriebene Werte annehmen
(Rand- bzw. Anfangsbedingungen). Auch fiir relativ einfache Problemstellungen kann dies zu
praktisch uniiberwindlichen Schwierigkeiten fiihren, die Moglichkeit einer geschlossenen
Losung eines Rand- oder Anfangswertproblems ist in der technischen Praxis eher die Ausnahme
als die Regel.

Fiir lineare Randwertprobleme (auch mit partiellen Differenzialgleichungen) ist das Differen-
zenverfahren ein beinahe universell anwendbares Verfahren. Es basiert auf der Idee, die
Differenzialquotienten in den Differenzialgleichungen und den Randbedingungen durch
Differenzenquotienten zu ersetzen. Die Differenzenquotienten werden nur fiir ausgewihlte
Punkte (Stiitzstellen) aufgeschrieben, so dass schlielich die Differenzialgleichungen und die
Randbedingungen durch ein Gleichungssystem ersetzt werden, dessen Losung die gesuchten
Funktionswerte (natiirlich nur an den Stiitzstellen) liefert.

Um den mit diesem Vorgehen unvermeidlich verbundenen Fehler in Grenzen zu halten, miissen
die Stiitzstellen moglichst nah beieinander liegen, was zwangsldufig auf ein entsprechend grof3es
Gleichungssystem fiihrt.

Das Differenzenverfahren ist prinzipiell auf jedes Randwertproblem anwendbar.
Praktikabel ist es nur fiir lineare Randwertprobleme, weil sonst die Losung des
(nichtlinearen) Gleichungssystems zu uniiberwindlichen Schwierigkeiten fiihrt.

Weil in die Differenzenquotienten stets nur einige Funktionswerte an den Nachbarpunkten
eingehen, ist die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems nur diinn mit von Null ver-
schiedenen Elementen besetzt ("Sparse Matrix"). Bei geschickter Wahl der Reihenfolge fiir die
Gleichungen kann die Koeffi-

zientenmatrix sogar eine IBWR=4 ) IBWL + IEWR- 1
ausgepriagte Bandstruktur oo
aufweisen (nur in einem z
schmalen Band rechts und
links von der Hauptdiagona-
len befinden sich von Null
verschiedene Elemente). Dies 0
kann bei der Losung mit Vor- 0

teil fiir Speicherbedarf und s qo oo s 20l
erforderliche Rechenzeit ge- Kompakte Speicherung einer unsymmetrischen Bandmatrix
nutzt werden.
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Hier wird das Differenzenverfahren nur am Beispiel der Ermittlung von Biegelinien fiir gerade
Triager behandelt. Das Vorgehen ist exemplarisch fiir beliebige andere lineare Randwert-
probleme. Das Verfahren ist fiir das genannte Problem im Abschnitt 18.1 in "Dankert/Dankert:
Technische Mechanik" ausfiihrlich beschrieben (in den Abschnitten 19.2 und 19.3 wird auch die
Anwendung auf andere lineare Randwertprobleme demonstriert). Deshalb werden nachfolgend
nur die wichtigsten Formeln zusammengestellt.

Zentrale Differenzenformeln

Die Abszisse x wird dquidistant (Abstand k) unter- Y
teilt (nebenstehende Skizze). Dann kann der Diffe- y(z)
renzialquotient als Grenzwert des Differenzenquo-
tienten ‘

dy Ay . y(+h) -y() I/ R TR
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an der beliebigen Stiitzstelle i (bel x; ) angenihert
werden. Fiir die ersten vier Ableitungen der Funk- Ti—2 Ti—q
tion y (x) erhélt man die folgenden (wegen ihrer . h | h | h | h_|
Symmetrie zur Stiitzstelle i als "zentral" bezeich-
neten) Ndherungsformeln.

Zentrale Differenzenformeln:
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Die Differenzenformeln stellen in dieser Form eine recht einfache Nédherung fiir die Differen-
zialquotienten dar. Sogenannte "hohere Differenzenformeln”, die durch das Einbeziehen
weiterer Nachbarpunkte eine bessere Niherung ergeben wiirden (es werden mehr Glieder der
Taylorreihen-Entwicklung der Funktion beriicksichtigt), sind fiir die praktische Anwendung
jedoch weniger geeignet, weil an den Réndern mehr "AuBenpunkte” in die Rechnung hinein-
kommen, fiir die dann keine zusitzlichen Gleichungen aus den Randbedingungen mehr verfiig-
bar sind.
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Biegelinie des geraden Tragers

Die Differenzialgleichung der Biegelinie eines geraden Trigers mit verdnderlichem Querschnitt
wird mit Hilfe der zentralen Differenzenformeln durch folgende Differenzengleichung angeni-

hert.

Differenzenschema fiir die Differenzialgleichung [EIv/(2)]” = q(2) :

Ii—l Vio ~ 2 i-1 ¥ Ii) Viqa t (Ii—l + 4 Ii + Ii+1) v

g, h*
-2 Q’ * Ii+1) Virl + Ii+1 Visg = IE .

In die Randbedingungen dieser Differenzialgleichung vierter Ordnung kénnen Aussagen iiber
das Biegemoment und die Querkraft eingehen. Die fiir diese beiden Grofen geltenden Differ-

enzialbeziehungen
M, = - EIv” und F, = - (EIv"Y

werden ebenfalls durch Differenzenformeln genihert:

SchnittgroBen in Differenzenschreibweise bei verinderlicher Biegesteifigkeit

ElL

M,, = —h—;(vi_l _2vi+vi+1) >
Foi = - % [_Ii—l Vit 2L vy - (Ii—l _Ii+1)vi =21,V +Ii+1vi+2]

Fiir konstantes EI vereinfachen sich die Formeln zu den

Differenzenformeln bei konstanter Biegesteifigkeit:
4 6v- 4 G i
v,-4v. . +6v-4v  +v = ,
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Fiir konstante Biegesteifigkeit kann das Gleichungssystem (vgl. "Dankert/Dankert: Technische
Mechanik", Seite 263) stets in folgender Form aufgeschrieben werden:
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Darin ist n, die Anzahl der Abschnitte, in die die Trigerldnge unterteilt wird (es ergeben sich
n =n, + 5 Gleichungen), g, ist eine beliebige "Bezugs-Linienlast", mit der die Linienlast-
Intensitit eines beliebigen Punktes i als ¢; = x; g, aufgeschrieben wird.

Die wichtigsten Randbedingungen fiir konstantes EI lauten in Differenzenschreibweise:
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Randbedingungen am linken Triagerrand (Gleichungen 1 und 2)
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Randbedingungen fiir den rechten Trégerrand (Gleichungen n -1 und n)
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"Tricks", wie Einzellasten, Zwischenstiitzen, Federn, Gelenke und weitere spezielle Randbe-
dingungen realisiert werden konnen, finden sich in "Dankert/Dankert: Technische Mechanik"auf
den Seiten 263 bis 265, 268 und 301 bis 302.

Empfehlungen fiir das Arbeiten mit MATLAB

Es sollte ein MATLAB-Script verwendet werden, das so allgemein gehalten ist, dass es als
Muster fiir moglichst viele Aufgabentypen dienen kann, insbesondere

¢ sollte die Differenzengleichung fiir den elastisch gebetteten Triger verwendet werden
(der "normale" Biegetréger ist als Sonderfall mit Bettungsziffer k = 0 enthalten, und
diskrete Federn konnen besonders einfach einbezogen werden),

¢ sollten die Formeln fiir veridnderliche Biegesteifigkeiten (sowohl fiir die Standardglei-
chungen als auch fiir die Randbedingungen) verwendet werden (vgl. das Musterscript,
das man unter www.JuergenDankert.de/TM2 bei Aufgabe 18-10 findet),

¢ sollte fiir die Losung des Gleichungssystems das Script gabamp.m verwendet werden,
um bei komplizierteren Problemen die moglicherweise sehr groBen Gleichungssysteme
zu beherrschen (vgl. hierzu unter www.DankertDankert.de die Erginzung zu Seite 261
und das o. g. Musterscript zur Aufgabe 18-10).

Bei verinderlicher Biegesteifigkeit ist es empfehlenswert, ein "Bezugs-Trigheitsmoment" I, zu
definieren und damit die Biegesteifigkeit am Punkt i in der Form

El, = p, El,

aufzuschreiben. Dann kann EI,, aus allen Gleichungen wieder ausgeklammert (und auf die rechte
Seite des Gleichungssystems gebracht) werden, und die Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems bleibt dimensionslos. Damit werden numerische Probleme bei der Losung des Glei-
chungssystems vermieden, die entstehen, wenn bei sehr groBer Biegesteifigkeit die Koeffizien-
ten der Differenzengleichungen in ganz anderen GroBenordnungen liegen als die Koeffizienten
der Randbedingungsgleichungen.

Unter Beriicksichtigung all dieser Hinweise wird also folgende Differenzialgleichung durch ihre
Differenzengleichung im Matlab-Script vertreten (vgl. "Dankert/Dankert: Technische Me-
chanik", Kapitel 19.2):

Elastisch gebetteter Triiger [EI(z)v"(2)]"+k(z)v(z) = q(2) :

2 4 N
P NP VO I A + +t—-1 Vv
l‘1'1—1 i-2 (p'x—l IJ'I) i-1 IJ', 1 IJ', l‘j’1+1 EIO i
q,h*
- 2(p‘i+ P‘i+1) Vit B Via = ll",'l

Die Schnittgroflen werden durch folgende Differenzengleichungen abgebildet:


http://www.DankertDankert.de
http://www.DankertDankert.de
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Biegemoment und Querkraft

EI,
My, = - ? (p‘ivz‘—l =20t BV ) >
El,
FQi - 2_h3 [_ Ry Vi *2H Vi - (ui—l - p‘i+1)vi T 2M Vit B Vi

Wenn sich die Faktoren vor den Klammern bei den SchnittgroBen nicht ohnehin herauskiirzen,

sollten sie in den Randbedingungsgleichungen auf die rechte Seite gebracht werden.

Im Matlab-Script sollten also vor dem Aufbau des Gleichungssystems drei Vektoren mit Werten

fiir alle Stiitzpunkte bereitgestellt werden:

¢

Ein Vektor qi enthélt die Linienlastintensititen ¢; fiir alle Stiitzpunkte i. Darin sollten
auch alle "verschmierten" Einzelkrifte und -momente (siehe nachfolgende Erlduterun-
gen) aufgenommen werden.

Ein Vektor ki enthilt die Bettungsziffern k; fiir alle Stiitzpunkte i (bei nicht gebetteten
Trigern ist es ein Nullvektor). Darin sollten auch alle "verschmierten" diskreten Federn
(siehe nachfolgende Erldauterungen) aufgenommen werden.

Ein Vektor mi enthilt die Werte y, fiir alle Stiitzpunkte i, die sich mit dem beliebig
festzulegenden Bezugs-Flichentrigheitsmoment I, aus dem Quotienten (EI,)/(EI,)
errechnen. Mit diesen Werten werden auch Gelenke modelliert (siehe nachfolgende

Erlduterungen).

Die beiden ersten und die beiden letzten Gleichungen sollten fiir die Randbedingungen
reserviert werden.

An den Rindern angreifende Federn, Einzelkrifte und -momente sollten
grundsitzlich nur iiber die Randbedingungen in die Rechnung einflieBen. Fertige
Formeln fiir eine Reihe von Varianten am linken bzw. rechten Rand findet man in
"Dankert/Dankert: Technische Mechanik" auf den Seiten 301 und 302 (ein mit Matlab
berechnetes Beispiel, das fast alle Varianten moglicher Randbedingungen enthilt, findet
man unter www.JuergenDankert.de/TM?2 als Aufgabe 18-13).

Dagegen sollten Federn, Einzelkrifte und -momente, die nicht am Rand angreifen, und
Zwischenstiitzen und Gelenke mit den kleinen "Tricks" in die Rechnung einflieBen, die
nachfolgend beschrieben werden.
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Effektive Realisierung verschiedener Zwischenbedingungen

Man sollte darauf achten, dass der Triger so diskretisiert wird, dass alle markanten Punkte (z.
B. die Angriffspunkte diskreter Lasten, Federn, Zwischenstiitzen und Punkte, an denen sich
Gelenke befinden) mit einem Stiitzpunkt fiir das Differenzenverfahren zusammenfallen.

Der Tridger mit der Gesamtldnge ., sei (wie oben bereits beschrieben) in n, dquidistante
Abschnitte der Breite h unterteilt. Weil der linke Randpunkt des Trigers (wegen der beiden
AuBenpunkte) die Punktnummer 3 hat, gilt fiir einen Punkt P im Abstand /,, vom linken Rand
eines Tridgers die Punktnummer i, , die mit folgendem Matlab-Befehl erzeugt wird (dabei wird

die round-Function benutzt, um garantiert einen ganzzahligen Wert zu bekommen):
ip = round (nA*1P/lges + 3) ;

Die Vektoren qi (Linienlastintensititen), ki (Bettungsziffern) und mi (Biegesteifig-
keiten/Bezugssteifigkeit) werden fiir alle Stiitzpunkte mit Nullen initialisiert und danach
folgendermaBlen modifiziert:

¢ Linienlasten werden mit ihren Intensitédten an den einzelnen Stiitzpunkten in den Vektor
qi eingetragen. In dem skizzierten Beispiel mit einer Trapezlast, die vom Punkt iq1 bis
zum Punkt iq2 wirkt und dabei ihre Intensitit von ¢, auf g, dndert, kann dies z. B. mit
folgender Matlab-Anweisung realisiert werden:

qi(iql:iq2) = ql : (92-ql)/(ig2-iql) : g2 ;

¢ Einzelkrifte werden iiber die Breite £ "verschmiert" (vgl. "Dankert/Dankert: Tech-
nische Mechanik", Seiten 264 und 301). Im skizzierten Beispiel bedeutet dies fiir die am
Punkt iF2 angreifende Kraft F,, dass daraus eine nur am Punkt iF2 wirkende Linienlast
wird:
qi(iF2) = F2/h ;

¢ Einzelmomente werden zunichst durch ein statisch gleichwertiges Kriftepaar ersetzt
(die beiden Krifte greifen am linken bzw. rechten Nachbarpunkt an). Danach werden
beide Krifte jeweils iiber die Breite & "verschmiert" (vgl. "Dankert/Dankert: Technische
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Mechanik", Seite 264). Im skizzierten Beispiel bedeutet dies fiir das am Punkt iM2
angreifende Moment M,, dass daraus zwei an den Punkten iM2-1 bzw. iM2+1 wirkende
Linienlasten werden, von denen eine ein negatives Vorzeichen bekommt (in diesem Fall
entsprechend der Drehrichtung des Moments die rechte Linienlast):

gi (iM2-1) = M2/ (2*%h*2)
gqi (iM2+1) = - M2/ (2*h"2)
¢ Eventuell vorhandene Strecken mit elastischer Bettung werden durch Eintragen der

Bettungsziffern in den Vektor ki an allen gebetteten Stiitzpunkten erfasst.

¢ Diskrete Federn werden iiber die Breite & "verschmiert" (vgl. "Dankert/Dankert:
Technische Mechanik", Seite 301). Im skizzierten Beispiel bedeutet dies fiir die am
Punkt ic2 angreifende Feder ¢, , dass daraus eine nur am Punkt ic2 wirkende Bettung
wird:
ki(ic2) = c¢2/h ;

¢ Zwischenstiitzen konnen niherungsweise wie Federn erfasst werden, indem man eine
Feder mit auBlerordentlich groBer Federzahl anbringt (vgl. "Dankert/Dankert: Tech-
nische Mechanik", Seite 301). Im skizzierten Beispiel bedeutet dies fiir die am Punkt iZ
angebrachte Zwischenstiitze, dass daraus eine nur am Punkt iZ wirkende Bettung mit
sehr groer Bettungsziffer wird, z. B.:

ki(iZ2) = 1e30 ;

Besser ist jedoch die Realisierung von Zwischenstiitzen in der nachfolgend fiir "vor-
geschriebene Verschiebungen" genannten Strategie.

¢ Der Vektor mi muss fiir alle Stiitzpunkte mit den Quotienten (EI; )/(El,) aufgefiillt
werden (Achtung: "Vergessene" Steifigkeiten fithren wie nicht ausreichende Lagerung
des Trégers zu singuldren Koeffizientenmatrizen des linearen Gleichungssystems).

¢ Gelenke werden beriicksichtigt, indem fiir den einen Punkt, an dem das Gelenk an-
gebracht ist, die Biegesteifigkeit gleich Null gesetzt wird. Im skizzierten Beispiel
bedeutet dies fiir das am Punkt iG angebrachte Gelenk, dass nur am Punkt iG die
Steifigkeit Null ist:

mi(iG) = 0 ;

Vorgeschriebene Verschiebungen an einem Punkt (dem Punkt iP wird eine Vertikalver-
schiebung v, aufgezwungen) sollten nicht iiber die oben beschriebenen Vektoren realisiert
werden (es geht auch, weil es aber nicht empfohlen wird, soll hier nicht verraten werden, wie es
geht). Man sollte vorgeschriebene Verschiebungen erst nach dem Aufbau des Gleichungs-
systems einbauen, indem man eine Verschiebung v, am Punkt iP dadurch realisiert, dass man
alle Elemente aufler dem Hauptdiagonalelement der iP-ten Zeile in der Koeffizientenmatrix
gleich 0 setzt, das Hauptdiagonalelement erhilt den Wert 1, und das iP-te Element im Vektor
der rechten Seite erhilt den Wert v,

Es ist empfehlenswert, auf analoge Weise Zwischenstiitzen zu realisieren, die ja nichts anderes
sind als eine "vorgeschriebene Verschiebungen der Grée Null".
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